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Dr. KAREL KOUTSKY, BRNO. 
K Lerchovým pracím o Fermatově kvocientu. 
Z početného množství matematických pojednání věnoval t prof. M. 
Lerch dvě své práce1) též theorii t. zv. Feřmatova kvocientu, v nichž 
odvodil řadu velmi zajímavých vztahů. Na popud prof. O. Borůvky za-
býval jsem se podrobnějším studiem Lerchových pracovních method 
a tu se mi podařilo nalézti obecné řešení jednoho, Lerchem pouze čás-
tečně řešeného problému. 
Nechť p S 3 je prvočíslo. Nechť a je celé číslo, nedělitelné p. Potom 
výraz 
(1) 
se nazývá F e r m a t ů v k v o c i e n t . Podle známé poučky je <r(a) vždy 
celým číslem. 
V prvé ze svých prapí zabývá se Lerch (kromě jiného) též určová-
ním součtů tvaru 
(2) Qk (p) = "£ak . q{a), 
a=1 
při čemž k je dané celé číslo. Problém tento neřeší však obecně, nýbrž 
omezuje se pouze na případy k = 0, 1, 2, Postup, jehož 
užívá, jest dosti komplikovaný, ačkoliv vcelku užívá pouze elementárních 
prostředků. Nevýhodou pak je, že Lerchův postup-podstatně závisí na 
volbě čísla k. Ukáži nyní, jak k jeho výsledkům lze dojiti mnohem schůd-
*) Jedná se o tyto dvě práce: 
1. L e r c h : Z u ř T h é o r i e d e s F e r m a t s c h e n Q u o t i e n t en 
[Math. Ann. LX (1905), str. 471—490], 
2. L e r c h : S u r l e s t h é o r è m e s d e S y l v e s t e r c o n c e r n a n t l e 
q u o t i e n t de F e r m a t [Comptes rendus, tome 102 (Paris 1906). str. 35—38]. 
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nější cestou, a to v případě zcela libovolného indexu k. Především si 
dokážeme větu 
(3) N e c h ť ki k2 (mod p — l). P <? t o m Qkl(p) = Q«2(p) (mod p). 
D ů k a z : Nechť k\ = k2 (mod p — 1). Pak existuje celé číslo t, pro 
něž ki— ki~\-t.{P — 1). Ježto v součtu Okt(p) jsou čísla a vesměs 
v mezích 1 = « = p — 1, žádné z nich není dělitelno prvočíslem p. A pak 
vzhledem k Fermatově poučce bude: 
Qki(p) = ¿ V ' . 0(a) = ža^+t^-v , q(a) = 2Jak*. . q(a) = 
« = 1 a=l s=l 
P— 1 
= 2J ok'. q(a) = Qkt(p) (mod p),c.b.d. 
a=l 
Z věty (3) následuje, že pokud uvažujeme výrazy Qk(p) (mod p), 
stačí se omeziti pouze na ty indexy k, pro něž 
(4) Q^k<p—l. 
Nyní pro dané přirozené číslo n a dané celé číslo i ¡ž O zaveďme si 
označení 
(5) S,(K) = 1' + 2l + 3ř + . . . + n'. 
Budiž dále a(i) funkce, definovaná pro každé celé i2í O tak, že platí: 
(6) o(0) = 1, a(l) = P, o(i) = O pro i > 1. 
Potom platí kongruence 
(7) p. Qk (p) — o(k) = sp—i-i fc (p) — sk(p) (mod pa). 
D ů k a z : Z ( l ) a (2) plyne rovnice p Qk(p) = sp.x+k(p — 1) — 
— sk(p~ 1). Z (5) a (6) se pro každé celé / ž O odvodí kongruence 
Sf(p— 1) = s»(je»> — o(i) (modpa), takže bude: P. Qk(p) = s p _ 1 + * ( p ) — 
— (p) — a(p — 1 -1- k) + a(k) (mod p*). Ježto p ž 3, feäO, bude 
p — 1 + fe ¡ž 2. Podle (6) je tedy o(p—l + fe) = 0 a pak z poslední 
kongruence okamžitě následuje (7), c . b . d. 
Pro součty s* (p) ale platí známé vyjádření pomocí Bernoulliských 
čísel2): 
2) Viz P a s c a l : R e p e r t o r i u r n d e r h ö h e r e n M a t h e m a t i k I. 1. 
(Leipzig 1910), str. 422. Čísla ß; jsou definována rekurentním vztahem 
( , t , ) « < + ( ' t 1 K . + + ( ' t V = . 
(viz tamtéž, str. 520). Snadno se zjistí, že je Bi — j, B3 = Bb = = 0. 
Proto slovem »Bernoulliská čísla« bývají někdy označována pouze čísla B2h 
se sudým indexem a číslo Bi. Lerch ta'k skutečně činí, leč tímto označením stá-
vají se jeho výpočty mnohdy ne dosti průzračné. 
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(8) (i + 1).Si(p) = ť+i + (''|1 )p>Bi + ( 1 + 1)p'-1 B2 + ...+ 
Další úvahy musíme rozlišovati podle toho, zda jest k = 0, resp. 
k = \, resp. l<k<p — 1. 
a) P ř í p a d k — 0. Z (6) a (7) následuje: 
(9) p. Oo(p) — 1 = Sp-i (p) — s0 (p) (mod p*). 
V rovnici (8) položme i = p—1. Dostaneme: 
p. Sp-Av) = Pp+(°)pp~lBi + + . . . + 
+ ( p L 2 ) P2 Bp-2 + [ p í . ) )p 
Ježto p jc prvočíslo, jsou binomické koeficienty (p— i ) 
vesměs dělitelný p. Podle známé Staudtovy věty3) není jmenovatel žád-
ného z čísel Bu Bz Bp -2 dělitelný p. Ježto pak tato čísla jsou racio-
nální, lze s nimi počítati modul o p jako s čísly celými. Ze Staudtovy 
věty plyne dále, že jmenovatel čísla Bp—i je dělitelný P, nikoliv však P2. 
Tudíž jmenovatel čísla inení dělitelný p, a poněvadž i toto číslo 
je racionální, lze s ním při výpočtu (modp) zacházeti jako s číslem 
celým. A poněvadž je p ž 3, jsou tedy všecky členy na pravé straně 
poslední rovnice, s výjimkou členu posledního, vesměs dělitelný aspoň 
P3. Zřejmě tedy z této rovnice následuje kongruence 
p . Sp_! (p) = pz Bp—i (mod p3) 
a z ní pak dále 
s p _i (p) = p Bp-i (mod pa). 
Z (5) plyne s0(p) = p. Vzhledem k tomu kongruence (9) nabývá 
následujícího tvaru: 
(10) p . Q M = (pBp- ! + ! ) — /> (mod pz). 
3) Viz: J o u r n a l f i i r M a t h e m a t i k <3 e C r e l l e . roč. 21 (1840). str. 
372—374. Zmíněná věta dá se vy jádř i t l vzorcem B2ll = a2h — 2 -j, kdež sou-
čtové znaménko 2 vztahuje se na všechna prvočísla l, pro něž ( l—1) je dě-
litelem indexu 2h; a2/i ie l>ak c e l é číslo. Platnost .-Stancttovy věty lze ovšem 
rozšířiti i na číslo B±. 
(Za jmenovatele čísel B3, Bs, pokládáme vždy číslo 1. Pro tato Ber-
noulliská čísla Staudtova věta sice neplatí, nicméně jejich »jmenovatel« není 
dělitelný P.) 
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Snadno se však nahlédne, že platí kongruence 
(11) p B p - ^ - — 1 (modp). 
Stačí v rekurentním vztahu pro Bernoulliská čísla [viz poznámku 
sub 2)] prostě položití i = p—1 a uvážiti, že binomické koeficienty 
(?)» (2 ) ' • • •' (p—-l) i s o u vesměs dělitelný p a současně, že jmenovatel 
žádného z čísel Bi, B2,..., Bp_.2není dělitelný p. 
Z (11) následuje, že číslo pBp-1+ 1 je dělitelno p, takže P 
P 
jest číslo racionální. Lze tedy toto číslo vyjádřiti zlomkem, jehož čitatel 
i jmenovatel jsou celá, nesoudělná čísla. A lehce se pak dá dokázati, že 
jmenovatel tohoto čísla není dělitelný p, takže při výpočtu modulo p lze 
s ním zacházeti jako s číslem celým. Vzhledem k tomu lze kongruenci 
(10) krátiti p, takže jako konečný výsledek dostáváme: 
(12) Q„(p) = RĚp=L±±__ x { m o d pi 
P o z n á m k a : Vzorec tento sice není v Lerchově práci explicitně 
uveden, avšak podle, jedné jeho poznámky, blíže však nijak odůvodněné, 
lze souditi, že mu byl znám. 
b) P ř í p a d k — 1. Z (6) a (7) následuje: 
(13) p. QL(p) = sp(p) — sM (mod jo*). 
V rovnici (8) položme i — p. Dostaneme: 
(P + 1) sP (P) = P"+ ) + ( P T ' V B l + ( * ~2 1 ) P p " B * + • • • + 
Ježto p 3 je prvočíslo, je p liché a tedy podle definice Bernoulliských 
čísel je Bp = 0. Podle Staudtovy věty pak čísla: Bi, Bs,..., £řp-s, pBp_x 
jsou racionální a jmenovatel žádného z nich není dělitelný p. Lze tedy 
při výpočtu modulo p zacházcti s nimi jako s čísly celými. Kromě toho je 
{^^L l ) " p a p Jest ^ a k 'n 0" 
mický koeficient je dělitelný p. Zřejmě tedy všecky členy na 
pravé straně předešlé rovnice jsou dělitelný P2, takže po malé úpravě 
z ní plyne kongruence 
sP(p) = 0 (mod ps). 
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Přímým výpočtem podle (5) nalezneme, že je Si(p) = ^ ^ ^ a po-
něvadž p ž 3 , tedy p + 2, získáme odtud další kongruenci: 
si(p) = (mod p2). 
Po dosazení do (13) a krácení modulem p, získáme po úpravě kongruenci 
(14) Qi(p) = (mod p), 
kterýžto výsledek se plně kryje s výsledkem Lerchovým. 
c) P ř í p a d 1 < k < p — 1. Z (6) a (7) následuje: 
(15) p. Qk(p) = sp-1+k(p) — sk(p) (mod p*). 
Podle předpokladu je p—1 + k<2(p — 1). Je tedy patrno, že 
mezi všemi celými čísly /, pro něž 1 = i = P — 1 + fc, existuje pouze 
jediné, které je dělitelno (p— 1), totiž číslo (p — 1) samo. Podle Staud-
tovy věty tedy všechna čísla Bj, pro něž l = j = P— 1 + fe, j ^ P — 1 , 
jsou racionální a jmenovatel žádného z nich není dělitelný p; obdobnou 
vlastnost má podle Staudtovy věty i součin pBp—i. Lze tudíž se všemi 
těmito čísly zacházeti při výpočtu modulo p jako s čísly celými. 
V rovnici (8) položme nyní jednak i = k, jednak i = p — 1 + k. Jest 
fc>l, tedy tím spíš bude p — 1 + fe > 1. Každá ze vzniklých rovnic 
bude tedy míti na své pravé straně aspoň tři členy. A vzhledem k tomu, 
co před chvilkou bylo řečeno, snadno nahlédneme, že v obou případech 
jsou všechny členy na pravých stranách těchto rovnic, s výjimkou vždy 
členu posledního, dělitelný p2. 
Jakási pochybnost by snad mohla nastali v případě i = p—1 + k 
u členu, který obsahuje BP.-i. Tento člen však je ^ pk+1Bp—1 = 
= ( p i f ) • p k -PBp—i a tudíž vzhledem k tomu, co bylo řečeno, je tento 
člen dělitelný pk. Ježto však k> 1, t. j. je i tento člen zcela jistě 
dělitelný p2. 
Utvoříme-li tedy z obou vzniklých rovnic kongruence (modp2), 
dostaneme: 
(k - 1) . sk(p) = í " 1 ) * B t ( m o d p2), 
resp. (p - i- k) Sp-i+k (p) = [ p 1 ) p BP+k~i (mt)d 
Ježto podle předpokladu je 1 < k < p — 1, není číslo k, a tedy ani 
číslo (p + k) dělitelno p. Zřejmě ale je 2 < k + 1 < p, takže ani číslo k 
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není dělitelno j>. Lze tedy obě předešlé kongruence bez obav krátiti — 
první číslem (k + 1), druhou číslem (p + k) — čímž po úpravě do-
staneme: 
Sk (P) = P Bk (mod p2), resp. V - i -* (p) = P Bp+k-i (mod p2). 
Po dosazení do (15) a krácení modulem p dostáváme pak konečný 
výsledek: 
(16) Qk(p) = Bp+k-! ~Bk{modp). 
Zajímavým důsledkem předešlého vzorce je věta 
U7) K d y ž ft > 1 j c l i c h é č í s l o , p o t o m Qk (p) = 0 (mod p). 
D ů k a z : Ježto p ^ 3 je prvočíslo, je p liché. Když tedy k > l je 
liché, bude též p + k— 1 liché a zřejmě bude p + k — 1 > 1. Podle de-
finice Bernoulliských čísel je tedy Bp+k—i = Bk = 0 a tudíž věta (17) 
okamžitě plyne z kongruence (16). 
P o z n á m k y : Vzorce (16) a (17) nejsou v Lerchově práci vůbec 
uvedeny. Jest však zajímavé porovnati je s -výsledky jím získanými. 
Na str. 479 prvního svého pojednání tvrdí Lerch, že za p o d m í n k y 
p = 3 (mod 4) platí kongruence 
W ^ W < i ) = 0(mod p), 
kdež značí Legendrův symbol, dobře známý z theorie kvadratic-
( a \ p~1 
kých zbytků. Je tedy^—J = a 2 (modp), takže levá strana Lerchovy 
kongruence je totožná (modp) s výrazem QP_i(p). Je-li nyní p > 3 , 
2 
p = 3 (mod 4), jest > 1, P 2 1 = 1 (mod 2) a tudíž Lerchova kon-
gruence plyne okamžitě z věty (17). Je-li však p = 3, pak Lerchova kon-
gruence je n e s p r á v n á. V tomto případě je totiž P ^ * = 1 a podle 
P — 1 / Q \ 1 
(14) správně jest QP-i(p) = y - • </(«) (mod p). Na tuto výjimku 
— ÍTi\P) 2 
Lerch zřejmě zapomněl. 
Na str. 480 téhož pojednání uvádí Lerch další větu, totiž že za 
p o d m í n k y p = 1 (mod 4) platí (psáno v našem označení) tato 
kongruence: 
ž í - ^ r ) • <?(«) = 2Bp—i(modp). 
\ P ' 2 
Jak před chvílí řečeno, levá strana předešlé kongruence je totožná 
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(mod p) s výrazem Qp-dp). Když v (16) položíme k — P dostaneme 
2 1 
QP-\(p) — B3(P_d — Bp-i (mod p). Nyní ale pro každé číslo h, pro něž 
2 2 2 
0 < h < P * platí t. zv. Kummerova kongruence: 
z 2« T" P — \ ¿n 
(mod p).4) Ježto p = 1 (mod 4), je P 4 1 číslo celé a zřejmě platí 
0 < P ^ * < P ^ \ Položíme-li tedy ft = P pak Kummerova kon-
gruence přejde po malé úpravě v kongruenci B3(p—p= (mod p). 
2 2 
A pak dosazením za ffaíp—p do poslední naší kongruence pro Qp_i(p) zís-
2 2 
káme QP-i(p) = 2Bp—i (mod /?), kterýžto výsledek přesně souhlasí s vý-
2 _2 
sledkem Lerchovým. 
Na str. 481 téhož pojednání uvádí Lerch větu, že za p o d m í n k y 
p = 1 (mod 4) platí kongruence: 
p~ V o \ 
!. q(a) = 0 (mod p), 
při čemž je zase Legendreův symbol. Snadno se pak nahlédne, že 
levá strana předešlého Lerchova vzorce je totožná (modp) s výrazem 
QP±Í(P). A ježto jc p ž 3 , p - l ( m o d 4 ) , je jistěP ^ 1 > 1, — = 1 
(mod p), takže Lerchova kongruence bezprostředně plyne z věty (17). 
Na str. 482 téhož pojednám uvádí pak Lerch svůj poslední výsledek, 
totiž že za p o d m í n k y p = 3 (mod4) platí kongruence 
a \ 
i,q(á) = Cl{—p) (modp), 
kdež Cl(—A) značí počet tříd primitiviiích positivních kvadratických 
forem ax? + fixy + yy2 se záporným diskriminantem fi2 — 4ay = —A. 
Těmto Lerchův výsledek se ovšem nedá bezprostředně odvoditi z kon-
gruence (16). Zato však porovnáním kongruence (16) pro k = P ^ * 
s kongruenci Lerchovou [pravá její strana je totiž totožná (mod p) s vý-
razem Op—i (p)] docházíme k zajímavému vzorci: Cl(—p) = B3p—t — j ?p + 1 
2 2 2 
(mod p), platnému ovšem pouze za podmínky p = 3 (mod 4). 
Seminář pro studium díla M. Lercha, Brno 1947. 
1) Viz: J o u r n a l f i i r M a t h e m a t i k de C r e l l e . roč. 41 (1851), str. 
368 až 372. 
